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1 はじめに

ある音源を含まない空間内において，任意に分散配

置された複数のマイクロフォンを用い，それらの観測

値から音圧の連続的な分布を補間，推定する問題を扱

う．これまで，特に音場再現のための収音手法として，

平面や球面といった単純な形状のマイクロフォンアレ

イを用いて，音場の境界条件を観測することに基づく

手法が提案されており，このような問題に対しても適

用可能である [1–7]．しかしながら，Fig. 1に示すよう

な分散マイクロフォンアレイに対してこれらの手法を

直接適用することは困難である．

本稿では，離散的な音圧の観測値が与えられた下で

の，斉次ヘルムホルツ方程式の解空間における関数補

間として最適化問題を定式化する．さらに，無限次元

調和解析に基づき，最適解，すなわち補間音場を導出

する．また，機械学習の分野で広く補間問題に用いら

れるカーネル回帰 [8] との関係を議論し，提案手法が

0 次球ベッセル関数をカーネル関数として用いた場合

のカーネルリッジ回帰と一致することを示す．

2 音場の球面調和関数展開

本節では，提案手法の理論的背景となる音場の球面

調和展開について簡潔に述べる．3 次元空間内のある

着目する領域 Ω ⊆ R3 に音源が存在しない場合，領域

内の任意の位置 r ∈ Ω，周波数 ω ∈ R における音圧
u(r, ω)は，斉次ヘルムホルツ方程式

(∇2 + k2)u(r, ω) = 0 (1)

を満たす．ここで，k = ω/cは波数，cは音速を表す．

以降は単一の周波数についてのみ議論するため，ω は

省略し，u(r)のように表記する．式 (1)の解の集合を

H，すなわち

H =
{
u : Ω → C | (∇2 + k2)u = 0

}
(2)

と定める．式 (1) の任意の解は位置 r0 ∈ Ω の周り

で以下のように球面調和関数展開することが可能で
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Fig. 1: Sound field interpolation using distributed

microphones.

ある．

u(r) =

∞∑
ν=0

ν∑
µ=−ν

ůµν (r0)
∗φµ

ν (r − r0) (3)

ここで，φµ
ν (r − r0) ∈ C及び ůµν (r0) ∈ Cはそれぞれ

次数 ν，位数 µの基底関数及び展開係数であり，基底

関数 φµ
ν (r)は球面座標表示 r = (r, θ, ϕ)を用いて，

φµ
ν (r) =

√
4πjν(kr)Y

µ
ν (θ, ϕ). (4)

と定義される．ただし，jν(·)は ν 次の第一種球ベッセ

ル関数，Y µ
ν (·) は次数 ν，位数 µ の球面調和関数であ

る．式 (3)は無限個の要素に関する総和計算であるが，

以降では有限次元ベクトルの記法と同様に，

u(r) =φ(r − r0)
Tů(r0) (5)

と表す．ここで，φ(r − r0) ∈ C∞ 及び ů(r0) ∈ C∞

は，それぞれ基底関数 φµ
ν (r − r0)及び係数 ůµν (r0)を

並べた無限次元ベクトルである．

これらの基底関数及び係数に関して，ベッセル関数の

加法定理 [9]より，任意の r, r0, r
′
0 ∈ Ω及び u, v ∈ H

について以下の式が成立する．

φ(r − r0)
Tφ(r − r′0)

∗ =j0(k∥r0 − r′0∥) (6)

ů(r0)
Hv̊(r0) =ů(r′0)

Hv̊(r′0) (7)

ここで，∥ · ∥はユークリッドノルムを表す．したがっ
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て関数 ∥ · ∥H : H → [0,∞]を

∥u∥H =ů(r0)
Hů(r0)

=

( ∞∑
ν=0

ν∑
µ=−ν

|̊uµν (r0)|2
) 1

2

(8)

と定義すると，この値は収束，発散も含め r0 に依存せ

ず uのみによって定まり，H における（無限大の値を

許す）ノルムの性質を満たす．uの平面波展開

u(r, θ, ϕ) =

∫ π

0

∫ 2π

0

ũ(θ′, ϕ′)eikr⟨(θ,ϕ),(θ
′,ϕ′)⟩dθ′dϕ′

(9)

が存在するとき，式 (8)のノルムの二乗は，平面波の

総パワーの定数倍

1

4π

∫ π

0

∫ 2π

0

|ũ(θ′, ϕ′)|2dθ′dϕ′ (10)

に一致する．式 (9)において，⟨(θ, ϕ), (θ′, ϕ′)⟩は 2つ

の方向 (θ, ϕ)及び (θ′, ϕ′)のなす角の余弦を表す．

3 無限次元調和解析に基づく音場補間

Figure 1のようにM 個の音圧マイクロフォンを用

い，Ω 内の位置 r1, . . . , rM における音圧 s1, · · · , sM
を観測したとする．このとき，音圧値の補間問題は以

下のように定式化できる．

minimize
u∈H

J =

M∑
m=1

|u(rm)− sm|2 + λ∥u∥2H (11)

ここで，λ ∈ [0,∞)は正則化の強さを表すハイパーパ

ラメータである．第 1項は観測値との補間誤差を表す

損失項，第 2項は音場のノルムを表す正則化項である．

式 (11)は，r0 ∈ Ωを展開中心とする球面調和展開

を用いて，

J =

M∑
m=1

|φ(rm − r0)
Tů(r0)−sm|2 + λů(r0)

Hů(r0)

=

(
Φ(r0)

Tů(r0)− s

)H(
Φ(r0)

Tů(r0)− s

)
+ λů(r0)

Hů(r0) (12)

と表せる．ここで，

s =[s1, . . . , sM ]T ∈ CM (13)

Φ(r0) =
[
φ(r1 − r0) · · · φ(rM − r0)

]
∈ C∞×M

(14)

である．式 (12) は ů(r0) に関する二次多項式になっ

ているため，これを最小化する ˆ̊u(r0) = arg min
ů(r0)

J

は，

ˆ̊u(r0) =Φ(r0)
∗(Φ(r0)

TΦ(r0)
∗ + λIM

)−1
s (15)

で与えられる．ここで IM はM ×M の単位行列であ

る．従って，式 (11)の最適解 û = arg min
u∈H

J は，

û(r) =φ(r − r0)
T ˆ̊u(r0)

=φ(r − r0)
TΦ(r0)

∗(Φ(r0)
TΦ(r0)

∗ + λI
)−1

s
(16)

となる．ここで，式 (6)を用いると，(
φ(r − r0)

TΦ(r0)
)
m

=φ(r − r0)
Tφ(rm − r0)

=j0(k∥r − rm∥) (17)(
Φ(r0)

TΦ(r0)
∗)

m,m′ =φ(rm − r0)
Tφ(rm′ − r0)

=j0(k∥rm − rm′∥) (18)

が成立する．ただし，(·)m はベクトルの m 番目の要

素，(·)m,m′ は行列の (m,m′)要素を表す．したがって，

Ψ = Φ(r0)
TΦ(r0)

∗ ∈ CM×M とおくと，式 (16)は，

û(r) =

M∑
m=1

((
Ψ+ λI

)−1
s
)
m
j0(k∥r − rm∥) (19)

と表すことができる．式 (19) は最適な音場の補間 û

が r0 の位置に依存せず，マイクロフォン位置 rm とそ

の点における観測音圧 sm のみによって決まることを

意味している．

4 カーネル回帰としての解釈

式 (19) はカーネル回帰 [8] として解釈すること

も可能である．カーネル回帰とは，入出力のペア

(r1, s1), . . . , (rM , sM ) が与えられたとき，未知の入

力 r に対する予測値 f̂(r)を，正定値カーネル κを用

いて

f̂(r) =

M∑
m=1

αmκ(r, rm) (20)

の形で求める手法である．これは以下の最適化問題

minimize
f∈Hκ

L((s1, f(r1)), . . . , (sM , f(rM ))+g(∥f∥Hκ
)

(21)

の解 f̂ が式 (20)の形で表されることを主張する Rep-

resenter 定理 [10] を根拠にもつ．ここで，L(·) は任
意の損失関数，g(·) は任意の狭義単調増加関数，Hκ

は正定値カーネル κ に対応する再生核 Hilbert 空間，

∥ · ∥Hκ は Hκ における内積が定めるノルムである．

カーネルリッジ回帰の場合は，s = [s1, . . . , sM ]T と

して，

f̂(r) =

M∑
m=1

(
(K + λI)−1s

)
m
κ(r, rm) (22)
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となる．ここで，K ∈ CM×M は

(K)m,m′ = κ(rm, rm′) (23)

で与えられる（半）正定値行列である．このとき，カー

ネル関数として

κ(r, r′) = j0(k∥r − r′∥) (24)

を用いると，式 (23)で与えられるK は半正定値性を

満たし，式 (22) は式 (19) と一致する．すなわち，提

案手法は 0次の球ベッセル関数をカーネルとして用い

た場合のカーネルリッジ回帰と等しい．

式 (11) に示す以外の，より一般的な音場補間の定

式化に対しても，カーネル回帰と同様に以下の Repre-

senter定理が成立する．

定理 1. 位置 r1 . . . , rM ∈ Ωにおける音圧の観測値

を s1, . . . , sM とすると，任意の損失関数 L(·)及び狭
義単調増加関数 g(·)について，斉次ヘルムホルツ方
程式の解空間 H における以下の最適化問題

minimize
u∈H

L((s1, u(r1)), . . . , (sM , u(rM )))+g(∥u∥H)

(25)

の最適解 ûは

û(r) =

M∑
m=1

αmj0(k∥r − rm∥) (26)

の形で表現できる．ここでH 及び ∥ · ∥H はそれぞれ
式 (2)及び (8)で定義される．

証明 . 付録参照．

5 数値実験

5.1 実験条件

提案手法の有効性を評価するため，数値実験を行っ

た．3 次元空間において，原点中心，半径 1.0m の球

状領域 Ω に M = 64 個の音圧マイクロフォンを配置

した．マイクロフォンの配置は Ω における一様分布

に従って決定した．真の音圧値に対し，SN 比 20 dB

の正規乱数をノイズとして付加したものを観測信号と

し，提案手法によって観測信号から Ω における音場

を補間した．ガウスカーネル κ(r, r′) = e−(γk∥r−r′∥)2

を用いたカーネルリッジ回帰を比較手法とし，補間精

度を比較した．ここで，ガウスカーネルにおけるパラ

メータは実験的に γ = 0.5 と定めた．提案手法の式

(19) 及び比較手法の式 (22) において，いずれも正則

化パラメータは λ = 10−2 とした．

(a) Proposed method

(b) Gaussian kernel

Fig. 2: Interpolated sound pressure distribution

(left) and normalized squared error distribution

(right) on xy plane at z = 0.

Fig. 3: Relationship between frequency and SDR.

5.2 実験結果

Figure 2は，真の音場を x軸の正方向に進行する周

波数 200Hzの平面波としたときの，xy 平面内の補間

音場（左）及び正規化二乗誤差（右）である．黒い中点

は z = 0の xy 平面上に射影したマイクロフォン位置

を表す．提案手法は，ガウスカーネルを用いた補間よ

りも高い補間精度を達成している．これは後者のカー

ネルは斉次ヘルムホルツ方程式を満たさず，より一般

的な関数空間において補間を行っているのに対し，前

者はヘルムホルツ方程式の斉次解の中で補間を行って

いるためであると考えられる．

さらに，周波数と補間精度の関係を，以下に定義す

る Signal-to-Distortion Ratio (SDR)の値を用いて定
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量的に評価した．

SDR(ω) = 10 log10

∫
Ω
|u(r, ω)|2dr∫

Ω
|u(r, ω)− û(r, ω)|2dr

(27)

ここで，u(r, ω)及び û(r, ω)は，それぞれ真の音場及

び補間音場である．また，Ωにおける積分は，空間を

0.02m 間隔でサンプリングして計算した．異なる 16

種類のマイクロフォン配置及び，一様分布に従って決

定した異なる 64方向の平面波に対して，それぞれ周波

数 50Hzから 500Hzまで 50Hz毎に SDRを計算し，

各周波数における平均値を Fig. 3にプロットした．い

ずれの周波数においても，提案手法がガウスカーネル

を用いた補間よりも高い SDRを達成している．

6 おわりに

無限次元調和解析に基づき，離散的な音圧の観測値

から領域全体における連続的な音圧の分布を補間する

手法を提案した．カーネル回帰との関係を議論し，提

案手法が 0 次球ベッセル関数をカーネルとして用い

た場合のカーネルリッジ回帰と一致することを示し

た．さらに，より一般的な音場補間の定式化における

Representer 定理を示した．数値実験によって分散配

置マイクロフォンを用いた音場補間を行い，提案手法

がガウスカーネルを用いた関数補間の手法よりも高い

補間精度を実現することを示した．

■謝辞 本研究は，JSPS 科研費 JP15H05312，

JP16H01735 及びセコム科学技術振興財団の助成を

受けた．

7 付録

定理 1の証明を以下に示す．

証明 . H における内積を

⟨u, v⟩H =

∞∑
ν=0

ν∑
µ=−ν

ůµν (r0)̊v
µ
ν (r0)

∗ (28)

と定義する．この値が r0 に依存しないことは式 (7)

から示される．また，関数 ψr′ ∈ H を

ψr′(r) = j0(k∥r − r′∥) (29)

と定義すると，

⟨u, ψr⟩H =

∞∑
ν=0

ν∑
µ=−ν

ůµν (r)δν,0 = ů00(r) = u(r)

(30)

が成立する．すなわち ψr は H における再生核であ

る．再生核 ψr1
, . . . , ψrM

及び，

⟨u⊥, ψrm⟩H = 0, ∀m ∈ {1, . . . ,M} (31)

を満たす u⊥ を用いて，uを

u =

M∑
m=1

αmψrm
+ u⊥ (32)

と展開すると，

u(rm) =

⟨
M∑

m′=1

αm′ψrm′ + u⊥, ψrm

⟩
H

=

M∑
m′=1

αm′
⟨
ψrm′ , ψrm

⟩
H

(33)

より，u(rm)は u⊥ に依存しないため，損失関数 Lの

値も u⊥ には依存しない．一方，ノルム罰則項に関し

ては，任意の u⊥ について，
∑M

m=1 αmψrm
と u⊥ の直

交性より，

g(∥u∥H) =g


√√√√∥∥∥∥ M∑

m′=1

αm′ψrm′

∥∥∥∥2
H

+ ∥u⊥∥2H


≥g

(∥∥∥∥ M∑
m′=1

αm′ψrm′

∥∥∥∥
H

)
(34)

が成立する．等号成立は u⊥ = 0のときのみであるた

め，式 (25)の最適解は必ず u⊥ = 0，すなわち式 (26)

の形になる．
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