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信号処理論第二 講義予定（金曜2眼） 

  9/25: 第1回 

10/02: 第2回 

10/09: 第3回 

10/16: 第4回 

10/23: 第5回 

10/30: 第6回 

11/06: 第7回 

11/27: 第8回 

12/04: 第9回 

 

 

12/11: 第10回 

12/18: 第11回 

12/25: 第12回 

  1/08: 第13回 

 

 

01/22: 期末試験（予定） 

※2020年度は全て90分講義とする（10時25分～11時55分） 



講義内容 

 δ関数再考 

 δ関数を含む関数のフーリエ変換 

 相関関数とスペクトル 

 線形システム 

 特性関数 

 正規不規則信号 

 線形自乗平均推定 

 ウィーナーフィルタ 

 ヒルベルト変換 

 カルマンフィルタ 



講義資料と成績評価 

 講義資料 

 システム1研HP http://www.sp.ipc.i.u-tokyo.ac.jp/ 
からダウンロードできるようにしてあります 

 成績評価 

 学期末試験 



前回の復習 

 不規則信号の導入 
 確率密度関数 

 集合平均、自己／相互相関、自己／相互共分散 

 強定常、弱定常、時間平均、エルゴード性 

 ウィーナー・ヒンチン (Wiener-Khinchin) の定理 

 自己相関関数のFourier変換はパワースペクトル密度 
⇔パワースペクトル密度の逆Fourier変換は自己相関関数 

 相互相関関数のFourier変換はクロススペクトル密度 
⇔クロススペクトル密度の逆Fourier変換は相互相関関数 

 窓関数 

 信号を有限区間切り出して分析するのに用いられる 
（非定常な信号でも短い区間において定常と仮定できる場合が多い） 

 窓関数をかけることは、元の自己相関関数にラグ窓を乗じることに相当／
元のパワースペクトル密度にスペクトル窓を畳み込むことに相当 

 さまざまな窓関数の紹介 



第4章： 
線形システム 



線形システム 

h(t) のラプラス変換 



線形システムの出力 

 

   



因果律 (causality) 

   

 

 

 
 

   



因果律を満たすシステムの出力 

過去の入力 重み 

因果律：出力が未来の入力には依存しない 



出力の平均値について 

 入力   が定常であると仮定すると， 
出力   の平均値は， 

（定常性より） 



入出力の相関関数とパワースペクトル1 

 インパルス応答が   のシステムへの入力   と 
出力   との相互相関関数は， 



入出力の相関関数とパワースペクトル2 

 同様に，出力の自己相関関数は， 



入出力の相関関数と系の伝達特性の関係 

   

 

 

   

 

 

   



入出力の相関関数と系の伝達特性の関係 



                 の証明 

                                                                    と置くと， 



線形システムの性質1 

 入力信号が白色雑音かつ   が実因果システムの 
とき，すなわち                    のとき， 

 

 

 従って    において 
   は      と直交する 
 



略証 

   



線形システムの性質2 

 入力信号が白色雑音かつ   が実因果システムの 
場合，入出力間の相互相関関数＝インパルス応答 
となる 



線形システムの性質3 

 入力信号が白色でない場合，インパルス応答を求める
には以下の積分方程式を解けば良い 

 

 

 

 エルゴード性が成り立つならば， 

 



線形システムの性質3 

 前頁の積分方程式の解はFourier変換を用いて計算可 



第5章： 
特性関数 



確率密度関数のモーメント 

   

 

 

 モーメントと統計量  

Kurtosis 

Skewness 

※ Kurtosisの定義として3を引くものと引かないものがある。なぜか？ 



   

 

 
 下記のような多変数のモーメントも定義できる  

確率密度関数のモーメント 



特性関数 

 特性関数：確率密度関数の逆Fourier変換の2π倍  

 

 

 

 

 

            なので    の期待値とも見なせる   



 マクローリン級数展開（原点周りのテイラー展開）  

 

 

 

 展開係数がモーメントに一致 

 

   

特性関数のマクローリン級数展開 



 マクローリン級数展開（原点周りのテイラー展開）  

 

 

 

 その展開係数部分をキュムラント (Cumulant)と呼ぶ 

   

特性関数の対数のマクローリン級数展開 



モーメントとキュムラントの関係 

 1次 

 

 

 2次 

 

 

 

 

 3次 

2次のキュムラント＝分散 



特性関数の展開係数はモーメント 

 

 

キュムラントは対数特性関数の展開係数 
 
 

モーメント・キュムラント変換の一般形 [1/4] 

(n次モーメント) 

(n次キュムラント) 

キュムラントの加法性 

モーメントの乗法性 

キュムラント・モーメント変換を駆使すれば
様々な混合確率過程の統計量分解も可能 



モーメント・キュムラント変換の一般形 [2/4] 

 キュムラントからのモーメントの導出 

p(n) ： nを分割するパターン 

B：分割された各ブロック |B|：ブロックのサイズ 

|p(n)| ： nの分割数（ブロック数） 

ここでは以下のFaà di Bruno’s formulaを用いた。 



モーメント・キュムラント変換の一般形 [3/4]  

1 2 3 1 2 3 1 3 2 

2 3 1 1 2 3 

+ + 

+ + 

k3(x) k2(x) k1(x) k2(x) k1(x) 

k2(x) k1(x) k1(x)3 

n = 3 の場合 



 モーメントからのキュムラントの導出 

モーメント・キュムラント変換の一般形 [4/4] 



キュムラントの加法性（n次斉次性）の略証 

２つの独立な確率過程 x(t), y(t) の確率密度関数px(x; t), py(y; t)に
関して、 pax+by(ax+by; t) を考える。 

⇒  pax+by(ax+by; t) = pax(ax; t) ＊pby(by; t)  

   （密度関数同士の畳み込み；ガウス信号の章にて後述） 

⇒ Qax+by (ju; t) = Qax (ju; t) Qby (ju; t)    

   （フーリエ変換の重畳積分定理） 

⇒ logQax+by (ju; t) = logQax (ju; t)  + logQby (ju; t)  

⇒ logQax+by (ju; t) のn次展開係数は  

   logQx (ju; t) の係数のan 倍と logQy (ju; t)の係数のbn倍の和 

 



第6章： 
ガウス性不規則信号 



確定信号 

 ２次以上のキュムラントが恒等的に０ 
⇔確定信号 

とすると 

  分散=0 
⇔全ての確率集合の全ての要素が等しい 
⇔確定信号 



ガウス性不規則信号（正規不規則信号） 

 3次以上のキュムラントが恒等的に０ 
⇔ガウス性不規則信号 (Gaussian random signal) 

 



n変数で 3次以上のキュムラントが 0 の場合 

 n次（n変数）の場合に，３次以上のキュムラントが０で 
あるとすると，確率密度関数はどう表されるか？ 

 

 

 

 

 

  n変数の特性関数が上記のように2次までの多項式 
で表される 



n変数で 3次以上のキュムラントが 0 の場合 

 「確率密度関数＝特性関数のFourier変換」より 



n変数で 3次以上のキュムラントが 0 の場合 

 「確率密度関数＝特性関数のFourier変換」より 

n変数のガウス分布 



n変数で 3次以上のキュムラントが 0 の場合 

 1次のキュムラント 

 

 2次のキュムラント 

   は共分散行列 



ガウス性不規則信号の性質1 

 ガウス性不規則信号同士が 
無相関ならば独立である 

 

 一般には 

   独立→無相関 ○ 

 無相関→独立   × 



無相関⇒独立（ガウス性の場合）の証明 (1/2) 

 結合密度関数（再掲） 



無相関⇒独立（ガウス性の場合）の証明 (2/2) 

 各要素が無相関ならば  は対角行列なので  も 
対角行列 

   
 

   

 

 

 

 よって 要素ごとのガウス分布の積 



ガウス性不規則信号の性質2 

 ガウス性不規則信号を入力とした線形系出力信号は 
ガウス性不規則信号である 

 略証： 

 線形系出力信号を  
 
 
 

 
のように捉えると，ガウス分布に従う確率変数の和が
ガウス分布に従うことが言えれば良い 



確率変数の和の確率密度関数 (1/2) 

 独立な確率変数   の確率密度関数がそれぞれ 
        であるとき，      の確率密度関数 
    はどうなるか？ 
 

      ：  が       に含まれる確率 
＝    の同時分布の下記帯状領域の積分値 

 

 

確率密度関数同士の畳み込み 



確率変数の和の特性関数 

 独立な確率変数   の特性関数がそれぞれ 
          であるとき，      の特性関数は 

 

 

 

 

 （１）ガウス分布の特性関数はガウス分布関数 
（２）ガウス分布関数同士の積はガウス分布関数 
（３）ガウス分布関数のFourier変換はガウス分布関数 

 よって，    がガウス分布に従うとき，       
もガウス分布に従う 

∵重畳積分定理 



中心極限定理 

 確率変数         が独立に同一な確率密度関数 
     に従うならば，                  の 
確率密度関数は     でガウス分布に近づく 

 ただし，   の平均は0とする 



中心極限定理の例1 

            の一様分布に従う確率変数の場合 
（1000試行のヒストグラム） 



中心極限定理の例2 

 周波数が一様分布に従う正弦波信号の振幅 
（1000試行のヒストグラム） 



中心極限定理の略証 (1/2) 

   の特性関数を     とする 

               の特性関数      

 

         の確率密度関数     

 

        の特性関数   

（∵重畳積分定理） 



中心極限定理の略証 (2/2) 

        のマクローリン展開 

 

 
 

        のマクローリン展開 

 

 

 
 

 3次以上のキュムラントは      で 0 に収束 
⇒分布がガウス分布に収束 


